
HYDRODYNAMIK


DER ROTIERENDEN FLOBIGKEITEN

Von A. A. NIKOLSKI

VERSETZEN wir einen mit Flül3igkeit einfüllenden Hohlkorper in der Um-

drehung, so beginnt nach einiger Zeit die FliiBigkeit irn Inneren des

Korpers wegen der Zähigkeit wie ein starrer Korper zu rotieren. Es ist

interessant die GesetzmaBigkeiten aufzustellen, die bei der Wechsel-
irkung der wie ein starrer Körper rotierenden FliiBigkeit mit bewegten

axialsymmetrischen starren Korpern oder mit Flächen gelten (dabei

können diese FlLichen mit der Zeit seine Form veriindern).

Für einen bestimmten Parametersbereich haben Zähigkeitskrafte einen

EinfluB nur in Grenzschichten, und man kann auBer diesen Grenzschich-

ten die FltiBigkeit als ideate betrachten. Hier findet ideale Wechselwir-

kung der elementaren FlüBigkeitsringe statt. Jeder solcher Ring hat

einen stetigen Drehmornent.

Es gelingt die allgemeine lineare Theoric der nichtstationaren erwahn-

ten Bewegungen zu entwickeln, wenn diese Bewegungen nur wenig von

den rotierenden Ausgangsbewegungen der FltiBigkeit wie ein starrer

Korper sich unterscheiden. Die Aufgabe der aus dem Ruhezustande

begin nenden axialen Korperbewegungen mit beliebigen Gesetzen der

Geschwindichkeitsveriinderung ist auf eine klassikale Aufgabe der poten-

tialen nichtrotierenden ElüBigkeitsbewegungen zurückgeführt. Eine all-

gemeine Losung der Probleme ist gegeben, wenn ein beliebiges Ellipsoid

und insbesondere Sphare und runder Diskus aus dem Ruhezustande
nach de m beliebigen Gesetz sich bewegen.

Es zeigte sich, daB ein Verhältnis der charakteristischen Prozessbe-

wegungszeit zu der Zeit der Umdrehung auf einern BogenmaB in FlüBig-

keitsbewegung, wie ein starrer Korper, sehr wichtig ist. Ist dieses Ver-

hältnis klein, so sind die Gesetze der radialen und axialen Verschiebungen
und Kraftewechselwirkungen dieselben, wie im Fall der zudrehenden

FlüBigkeit mit denselben Randbedingungen. Ist dieses Verhältnis groBer,
als Eins, so beweist das erhaltene Universalgesetz des Bew.gungswider-

standes, daB die Natur der Widerstandskrafte durch FliiBigkeitsrotation in

gründ licher Weise verändert wird.
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Der Widerstand ist der Geschwindigkeit der Korperbewegung und
nicht der Beschleunigung proportional, wie es im Fall der nichtrotieren-
den FlüBigkeit stattfindet. Dabei hängt nicht die Widerstand von der
Form des Korpers, sondern von seinem maximalen Radialausmaf3 ab.

Eine Untersuchung der Wechselwirkung der rotierenden Flüf3igkeit,
die sich fortschreitend bewegt, mit Hohlungswanden, ist durchgeführt;
abfluBartige Stromungen der rotierenden FlüBigkeit sind also untersucht.
Die periodischen Schwingungsbewegungen der rotierenden FlüBigkeit
sind betrachtet. Es ist erwiesen, daB sinusformige Schwingungen in Ab-

T„
hangigkeit von der GröBe k1 = - - mit ganz verschiedenen Gleichungen2T,
beschreiben (hier ist To-die Zeit der Umdrehung der FlüBigkeit, die wie
ein starrer Korper sich bewegt;  T,  bedeutet eine verdoppelte Schwin-
gungsperiode); für  k1> 1  ist die Gleichung vorn elliptischen Typus
(Laplacegleichung für den axialsymrnetrischen Fall) für  k, < 1—vom
hyperbolischen Typus (Zylinderwellengleichung).

Es ist festgestellt, daB bei der Korperbewegung in der FlüBigkeit, die
begrenztes Volumen hat, dieses groBen Einflul3 in der Achsenrich-
tung der begrenzenden Wiinde hat (es handelt sich urn "dauernde Prozes-
se"); bei hinreichend "dauernden" Prozessen ist der Widerstand bei
nichtstationdrer Bewegung der Korperverschiebung proportional, with-
rend der Widerstand, irn Fall nichtzudrehender FlüBigkeit der Beschleu-
nigung und im Fall der zudrehenden FlüBigkeit im unbegrenzten Raum
der Geschwindlichkeit proportional ist.

Man kann ohne Mühe den ZahigkeitseinfluB abschätzen, wenn die
festen Randflachen mit derselben Winkelgeschwindigkeit, wie im Fall
der FlüBigkeitsrotation, als starren Korper, drehen. Die groBen konkre-
ten Bewegungsgebiete, wo man den Reibungskraftewiderstand im Ver-
gleich mit Druckkräftewiderstand vernachlässigen kann, sind vorhanden.

Wir führen folgende Bezeichnungen ein: x,  r,  — zylindrische Koordi-
nate; vx, vr, — Projektionen des Geschwindigkeitsvektors auf die
Tangenten an der Koordinatenkurven.

— d ie Winkelgeschwindigkeit der Ausgangsbewegung (co = const)

 t —  Zeit,  p —  der Druck,

n — Dichte = const).

Für die Ausgangsbewegung haben wir

v, = — 0; Ve =  wr, p = 17:ew2r2

Wir betrachten den Fall, wenn vx, v„ vo und  p  nur von  x, r, t  und nicht
von O abhanging sind.

Wir nehmen an

Vo = p ==- pi2r2 +p'
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Die exacten Bewegungsgleichungen für die ideale FliiBigkeit haben

eine Form:

	

avx , av, drx I ap .

	

at ax  r e aXilr

Orr avr
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at Ox Or r ar

a(ver) a(rv„) a(r vs)
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at ax ar

	

a(rvx) a(rv,.)
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Nach der Linearisieruna erhält man:

arx 1  Op'
	 — 2o)v;„ = — -1 Op"

at  aX  at ar

av',4 ao-vx) a(ry r)
2an., = 0;   = 0;at 


ax ar

Man kann Stromungsfunktion W einführen; diese Funktion erftillt
folgende Gleichungen:

	

1 ay 1  ay,
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r ar '
r
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dt2 r ax r ax a.v r ax

Folgende partikulare Losungen gelten:

v =  0,1.41e2k,oriNf(' R);

a sr r„ X ; r R, f const.

(TX, R)— reele Funktion

k — reele oder imaginiire Konstante
ro — charakteristische Konstante, die Dimension der Lange hat.

Funktion W(X, R) erfüllt die Gleichune:

ax,\ ax, oR R OR

	

a
R

1 al 1 ay'k2(1+k2)  a ( )
=o;

WO

x Ik ; X !kJ x„

	

11-Hk2i 111+0, 1'0

dabei bezeichnet lai, wie gewohnlich, Modull der GI-0(3e a.

(I)
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Für  k >  0 gilt folgendes Gleichhcitssystem :


—

	

kX k x
_

IH-k2 j 1 k2

	

()I 1 Ow\, 0 f 1 agf o.
R OX,j OR\ R OR

00 1 0lIf 00 I 0111

OX, R OR ' OR R OX,'

° (
R 	 °I) ) a  (R 	 o ;
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Dabei ist:

p' —21/ 1—k2 ü(wr0 )2 130(X1 , R)e2 "

Für imagindren  k = ik1(k1>  0) (eine periodische Bewegung) mu13 man

reelle und imaginiire Teile betrachten:

cos  2k,cot
wrWW (X1, R) .

sin 2k,  (ot

In Abhängigkcit von GröBe  k,  sind zwei prinzipielle verschiedene

Elite moiflich ; für k, > 1 gilt folgendes Gleichheitssystem:

k,
X1 = 	 X =

I I kf-1

0 1 ()V . a 1 01P
	 - 0 •

R OX11 OR R OR

ao 1 avf t)o I ay

	

OX, R OR OR R

0 IR d0\h a fR (•,o
-  0 •

Dabci ist

-  —21  kf. 1 e(cor0)2 (30(X,, R)
cos2k,cot

H- F(R) C(t)
sin 2k1  oit

wo F(k), C(t)  Funktionen  R  und  t  sind,

Für 0 <  k, < I haben wir folgendes System :

	

kl  X k1 xX, •
I I- 14. I I- -14 1'0

	

0 (1 ow o  1 ()V )
— 0;

ax 1 R OR R OR

0(1) I ay
OR R OX1
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)  0 ,
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(EV)
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Dabei ist:
sin 2k,  wt

p' =  —2 j I --k2  (mr„)2 fi (x , R)
cos 2k,  (ot-;- F(R)

C(t).

Die Randbedinguneen d`P — 0, die Undurchdringlichkeit der nicht-
veründerlichen mit der Zeit Grenze in x,  r,  O. Ebene charakterisiert, geht

in Bedinaung d1P(X,, R)= 0 auf die transformierende Grenze in  X, R ---

Ebene über.

Die Differentialeleichunaen (II) und (III) fallen mit den Differential-

gleichuneen, die potentialen Bewegunaen der inkomprossiblen FlüBig-
keit mit Potentialfunktion  0(X1 , R) und Strornungsfunktion  W(X„ R)
beschrieben, zusammen überein. Das sind Differentialgleichungen vom
elliptischen Typus.

Die Differentialeleichunaen (IV) sind V0111 hyperbolischen Typus,

wobei die Gleichung für  0  eine Zylinderwelleneleichung ist.
Betrachten wir einige Aufgaben, die auf die elliptischen Differential-

eleichungen zurückgeführt werden.

Bew ege sich ein axialsymmetrischer K • rper mit Geschwindigkeit 1/,(t)

in der unbegrenzten, ursprünglich rotierenden FlüBigkeit. Der Korper

bewegt sich in der Richtune der negativen x-Achse, die eine Symmetric-
achse kt, sei  r„  ein maximales radiates KörpersausmaB; die Mantellinien-

gleichungen im beweaten Koordinatensystem sind foleende:

x = X 's  —1. 0f2 rro ;

Für 1= — = 0 ; --  (9r ;

Sei  17,„,(t) Pow oet (fl =  const)

Man kann eine Losung in Form (I) finden, dabei die Gleichheiten (II)

und folaende Randbedingungen

(X1, R) = 0 ; bei  X,
1+0f1(R);X1=

 f2(R)
1+0

1 Xlf

R OR	 (xl ; R) 	 (X1, R) 1 für R2 -> co
()Xi

gelten.

So haben wir eine Aufaabe der "fiktiven" potentialen Urnströmung
eines a-innenumformenden Korpers rnit fortschreitenden Strom, dessen

ao
Geschwindigkeit im Unendlichen gleich Eins ist, 	 = 1.  Man braucht

den Druck mittels einer der letzten Formeln zu berechnen, wo die Funktion
0(X1 , R) wegen der "Archimedischen" Kraft durch die Funktion
01(X,  R) =0(X1, R)— X,  ersetzt ist.
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Durch Integration der Druckkrafteprojektion auf die positive x-Ach-
serichtung über Korper, erhalten wir für die Wiederstandskraft folgende
Ausdruck:

d V,
D =  21 1+1c213(oroe2" M

1H-k2
(k) —   M (k) -- •

dt '

M(k)=r,; i• 10,[ 1+k2 f,(R) 0,[ 	 f,(R), R]1 R dR.
1 I i 1H-k2 I

(•).

Es ist klar, daB M(k) eine zugeordnete Masse im gewohnlichen hydro-
dynamischen Sinn für einen in der .v-Richtung bewegten Korper ist; die
Gleichungen der Mantellinien sind folgende:

k k r
x —  r0.11( r ); x = --    rof2(—)•

I 1+0 1.,) 1 1+k2 r, '

So kann man diese Korper aus dem Ausgangskorper durch d as Zu-
sammenpressen in der x-Richtung erhalten.

Nehmen wir an, daB ein charakterisches ZeitmaB T1 =
kw

ist die Zeit, in der GröBe V um e2-mal sich verändert (e—ist die Neperi-
sche Zahl). Die Zeit der Umdrehung auf einem BogenmaB, wenn Flüf3ig-
keit wie ein starrer Korper mit Winkelgeschwindigkeit rotiert, ist

1 "
T" — . So haben wir k

= T

T' •

Für GröBe k Dohaben Nvi r für Kraft D folgenden Ausdruck

d V,
D = M(73)

dt

Es ist offenbar, daB 111(3,-,) lirn M(k) eine "zugeordnete Masse"
k

underformierter Kiirper ist. Für k o gehen die RandbedingunQen in
Bedingungen der transversalen, potentialen fiktiven Umstrornunu eines

runden Diskus über. Es ist klar, daB für k o der Ausdruck M(k) für

den Körper der beliebigen Form gegen der zugeordneten Masse M(0) eines

runden Diskus mit Radius ro strebt. Es ist bekannt ausw, daB M(0) ist


M(0)
°

Im Zusammenhang mit dieser Tatsache für k o hat das Hauptglied
des Widerstandes folgende Form:

1 d Vco I d V,„3 16D 16 2nwAr4e2kor = min) 

0 r3 - .3 0 k dt k - 0 dt 3

ist; das
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Diese Formeln zeigen, daB D durch zugeordnete Masse des Diskus M(0),

dividiert durch k, ausgedruckt wird; folglich für kleines k ist die
zugeordnete Masse sehr groB. Offenbar, kann man die Lösungen der

betrachtenden Randwertprobleme für verschiedene k - und /3-Kombina-

tionen summieren. Diese Tatsache erlaubt für beliebige Gesetze 1/(t)

die Losungen zu finden. Die Ausdrücke  V(t)  sind in der integralen Form

gegeben :
ka

V(t) = (or, ( /3(k) e2" dk 0 k0 <  (V)
6

Hier ist /3 eine beliebige Funktion, die Konvergenz der n • tigen Inte-

grale und notwendige Kleinigkeit der GroBe 1/(t)I(or gewdhrleistet.

Urn die Widerstandskraft zu erhalten, braucht man folgendes Integral

zu berechnen
k..

D = 2or0 fl(k) j 1 H- k2 e (k) dk .

Ist in der Integralen Vorstellung (V) für  V(t) k 1 , k —  0, so haben

wir im Limit:

kg
16

D —  3 (r)2ro4 (k) e2" dk =
3

Integrale Vorstellung (V) ist für 0 <  k0 1 auf jeden Fall für

beliebige aus dern Ruhenzustande beginnenden Bewegungen, dabei

ist Zeitdauer dieser Bewegungen groBer als Zeit der Umdrehung auf

einen BogenmaB der FlüBigkeit, die mit der Winkelgeschwindigkeit wie

starrer Korper rotiert. Die letzte Formel zeigt, daB ein ganz besonderes

Widerstandseesetz gilt: der Widerstand hdngt nur von maximalem rela-
tivem AusmaB und Geschwindiekeit ab.

In betrachtender Aufgabestellung sind nur Aufgaben der aus dern Ru-
hezustande beginnenden Bewegungen und Aufgaben der harmonischen

Schwingungen vollig gelost. Dabei braucht man die beliebigen Ellipsoiden

zu betrachten, da nach den entsprechenden afinnen Umformungen in

die Rotationsellipsoiden übergehen, und ist die Urnstromung solcher

Ellipsoiden bekannt"). Bewegt sich, zum Beispiel, eine Sphdre nach dem
exponentialen Gesetz, so haben wir für zugeordnete Masse des defor-

mierten Korpers folgenden Ausdruck:

ao  M(k) =
2

_
-- a„

k 4

a„ = 2(I+k2)(1 — k arcctgk)

1+0 3
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1m FaIle der harmonischen Schwingungen für k1> 1 haben wir:

4
(k1) = a„

  --
2 —a„ 14-.1 3

k, kl- L1
a„ 2(14 1)( In

Bewegt sich ein Körper nach dem exponentialen Gesetz, so erhalten

wir auf Grund der vorigen Untersuchunaen folgende Methoden für Suche

des Achsengeschwindigkeistsfeldes und der Strömunaslinien. Man braucht

r, ,Strômungslinten

VL;

ABB. I.

das Feld der Achsengeschwindigkeit und Stromungsfunktion bei der

Uniströmung eines runden ebenen Diskus (Radius des Diskus ist r0) mit

derselben Geschwindigkeit zU finden, und dann diese Felder in der x-Rich-

tung 1k-mal auszudehnen (ABB. 1). Deshalb wird die Storungszone vorn

und hinter dem Korper -1- -mal veraroBert und, folglich . FlüBiekeitbewe-
k

1

gungsgröBen in der x-Richtung also -mal veraröBert. 1st dabei die Fla-




k

Biakeit in der x-Richtung mit Wänden bearenzt, so hindern diese Wände


für hinreichend kleines k der Entwicklung der Storunazone, und das Wider-

r t
Hydravlik

VLO('

ABB. 2.

standsgesetz wird in gründlicher Weise verandert. Zuni Beispiel, für
Konfigurationen, die auf der ABB. 2 dargestellt werden, ziehen wir für

hinreichend kleines k, nach der notwendigen Koordinaten Abbildung,

das ganze. Bild k-mal zusammen und erhalten, daB die Suche des Ge-

schwindigkeitspotentials auf die Untersuchung der eindimensionalen ra-

dialen hydraulischen Bewegung zwischen den Diskus, der einen Körper

ersetzt, und Hirnflächen des GefLiees durchgeführt ist. Wir erhalten eigen-

artige "Hydrostatik". Für das Widerstandacsetz (Widerstandkraft), wenn
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cin Korper aus dern Ruhezustande sich bewegt, haben wir folgende Grenz-

formeln :

1 (t) ( \
D z--: ,i-:Erg  ,((or„)2

r„ e., e,

Hier ist (5(t) ein Weg, der aus dern Ruhezustande bewegter Korper durch-

lauft. Dieses Gesetz hängt nicht von k und fl ab, und gilt daher air belie-

bige Bewegungsgesetze der Korper im bestimmten Parameterbereich.

xvwr

ABB. 3.

Betrachten wir in harmonische Schwingungen k, > 1, so brauchen
ki

wir für k, nahe Ei (ns sehr stark -- mal , das Striimungsbild aus-
V kl 1

zudehnen.

Es ist dabei die wichtige Rolle, die Radialgrenzen spielen, aufgekliirt

(ABB. 3), da ein Umstromungspotential für dieses ausgedehnte Gchiet

mit radialen Grenzen aus der hydraulischen Beziehungen gefunden wer-

den kann, während es ganz anders ist, wenn radiale Wiinde fehlen.

Stromungshmen K

Str Smu ngs Iinier

ABB. 4.

Obenerhaltene Methoden gelten also für die Bewegungen der rotierenden

FlüBigkeit in cinem Kanal (ABB. 4). 1st das Bewe2ungsgesetz eine expo-

nentiale Funktion mit kleinem k, so braucht man ein Rohr zum Erhalten

der Stromungslinien in der .v-Richtung abzuplatten, und deshalb gelten

hydrauliche Beziehungen nicht. Sogar in dem Kanal mit allmählicher

Anderung des Querschnittes kann eine Ruhezone sich bilden (eigenartige
Ablosung der Stromung).

Es ist zweckmaBig zum Anschluf3 einige Bemerkungen zu machen.
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1. Eine Rückkontrolle zeigt, daB im Fall der Bewegungen nach dem
exponentialen Gesetz, ebenso wie im Fall der Schwingungen die line-

arisierenden Gleichungen bis zur Rotationachse gelten; vernachlassig.
bare Glieder sind von höheren Ordnung der Kleinigkeit.

2. Die ganze Theorie gilt nur für solche Bewegungen, wo bezügliche
radiale Verschiebungen klein sind. Dabei haben wir für kleines k  (Ex-
ponentialfunktion) wegen einsprechender Bildausdehnung folgende Ord-

1
nungsabschatzung 1),./v. „ k ; x' -k r' und deshalb für kleines k können

x-axiale Verschiebungen der Teilchen viel mehr als radiale Verschiebun-
gen r' sein.

Insbesondere, wenn Geschwindigkeitsgesetz V(t) = wroi e2k(pt, haben
wir für 6(0 (ein fortlaufender Weg) folgende Formel:

1 /3
6(t ) — r " e2/"

2 k

und, derart, für kleinen k und fi kann der Weg 6(0 Ordnung des Radius

ro haben.
3. Betrachten wir harmonische Schwingungen für k, > 1 (e7.1iptische

Differentialgleichungen), so urn Stromungslinienbild zu erhalten, rnüssen
ki 	

wir den Korper in der x-Richtung   -mal auszudehnen, Potential-
kT— 1

umströmung dieses ausgedehnten Körpers finden, und dann das 2anze
k

Strom ungslinienbild 1 	 mal zusammenziehen.
14-1

Wenn k, 1,  ist das StrOmungsgebiet sehr eng, und folglich die auf den

Korper wirkende Kraft sehr klein (ABB. 5).

r+

Stromungsgebieten

ABB. 5.

4. Wenn die Grenzfldchen mit Winkelgeschwindigkeit w rotieren, ist
der GrenzschichtseinfluB gering, da Widerstandreibungseffekt wegen von

dem Kiirper hinreiBenden flüBigen Volumen der Grenzschichten, die für
hinreichend groBe Reynoldssche Zahlen klein im Vergleich mit von dem

KOrper hinreiBenden Volumen der idealen Flaigkeit sind, vorhanden
ist (ABB. 6).
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Âhnliche lineare Gleichungen. wo die Ziihigkeit in Betracht uenommen

mird. haben also exponentiale Losumien des folgenden Typus:

flow„e2kc't Vx  (X, R) u.s.  w.

Trenzschicht

 0"--

"Hinreisende" volum

ABB. 6.

Als Ergebnis haben wir Gleichungssystem für dimensionlosen, von Zeit

nichtabhangigen. GröBen:

?kV,—  2 `6113R

	

I  1  (a2V,a2V, + 1 OV., V2\

	

Re dR2ax2 R aR R2I

(a2v4_La2v,, at/4 v
2 	

.„\.

kV4+2V o =

	

Re\ OR2  OX2  R R R21'

2kV
al:, (a 2vx a"vx 1 dVx\

x = ,
Ox Re aR2 R OR 1'

(aRV,) d(RV2) 0; R (".0)r0OX ' aR V

Die Untersuchungen dieses Systems bestatigt obenangeführte Behaup-

tungen.

5. Um die autornodellischen dauernden Bewegungen mit stetiger Ge-

schwindigkeit zu betrachten, braucht man allgemeine, durch die Bessel-

funktionen ausgedruckte, Losungen der Bewegungsgleichungen zu finden.

Auseangsergebnisse dieser Arbeit wurden von dem Verfasser auf dern

Ersten All-Union KongreB für theoretische und angewandte Mechanik

am 1-sten Februar 1960 berichtet.




