HYDRODYNAMIK
DER ROTIERENDEN FLUBIGKEITEN

Von A. A. NIKOLSKI

VERSETZEN wir einen mit FliiBigkeit einfiillenden Hohlkérper in der Um-
drehung, so beginnt nach einiger Zeit die FliiBigkeit im Inneren des
Korpers wegen der Zihigkeit wie ein starrer Korper zu rotieren. Es ist
interessant die GesetzmiBigkeiten aufzustellen, die bei der Wechsel-
wirkung der wie ein starrer Korper rotierenden FliiBigkeit mit bewegten
axialsymmetrischen starren Korpern oder mit Flichen gelten (dabei
konnen diese Flichen mit der Zeit seine Form verindern).

Fiir einen bestimmten Parametersbereich haben Zihigkeitskrifte einen
EinfluBl nur in Grenzschichten, und man kann auBer diesen Grenzschich-
ten die FliiBigkeit als ideale betrachten. Hier findet ideale Wechselwir-
kung der elementaren FliiBigkeitsringe statt. Jeder solcher Ring hat
einen stetigen Drehmoment.

Es gelingt die allgemeine lineare Theorie der nichtstationidren erwihn-
ten Bewegungen zu entwickeln, wenn diese Bewegungen nur wenig von
den rotierenden Ausgangsbewegungen der FliiBigkeit wie ein starrer
Korper sich unterscheiden. Die Aufgabe der aus dem Ruhezustande
beginnenden axialen Korperbewegungen mit beliebigen Gesetzen der
Geschwindichkeitsverinderung ist auf eine klassikale Aufgabe der poten-
tialen nichtrotierenden FliiBigkeitsbewegungen zuriickgefiihrt. Eine all-
gemeine Losung der Probleme ist gegeben, wenn ein beliebiges Ellipsoid
und insbesondere Sphire und runder Diskus aus dem Ruhezustande
nach dem beliebigen Gesetz sich bewegen.

Es zeigte sich, daB ein Verhiiltnis der charakteristischen Prozessbe-
wegungszeit zu der Zeit der Umdrehung auf einem Bogenmal in FliiBig-
keitsbewegung, wie ein starrer Korper, sehr wichtig ist. Ist dieses Ver-
hiltnis klein, so sind die Gesetze der radialen und axialen Verschiebungen
und Kriftewechselwirkungen dieselben, wie im Fall der zudrehenden
FliiBigkeit mit denselben Randbedingungen. Ist dieses Verhiltnis groBer,
als Eins, so beweist das erhaltene Universalgesetz des Bewegungswider-
standes, daB die Natur der Widerstandskrifte durch FliiBigkeitsrotation in
griind licher Weise verindert wird.
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Der Widerstand ist der Geschwindigkeit der Korperbewegung und
nicht der Beschleunigung proportional, wie es im Fall der nichtrotieren-
den FliiBigkeit stattfindet. Dabei hingt nicht die Widerstand von der
Form des Korpers, sondern von seinem maximalen Radialausmal ab.

Eine Untersuchung der Wechselwirkung der rotierenden FliiBigkeit,
die sich fortschreitend bewegt, mit Hohlungswinden, ist durchgefiihrt;
abfluBartige Stromungen der rotierenden FliiBigkeit sind also untersucht,
Die periodischen Schwingungsbewegungen der rotierenden FliiBigkeit
sind betrachtet. Es ist erwiesen, dal} sinusférmige Schwingungen in Ab-
hingigkeit von der GroBe &, ——23;',’; mit ganz verschiedenen Gleichungen
beschreiben (hier ist To-die Zeit der Umdrehung der FliiBigkeit, dic wie
ein starrer Korper sich bewegt; 7; bedeutet eine verdoppelte Schwin-
gungsperiode); fiir k; > 1 ist die Gleichung vom elliptischen Typus
(Laplacegleichung fiir den axialsymmetrischen Fall) fir & << 1—vom
hyperbolischen Typus (Zylinderwellengleichung).

Es ist festgestellt, daB bei der Korperbewegung in der FliiBigkeit, die
begrenztes Volumen hat, dieses groflen EinfluB in der Achsenrich-
tung der begrenzenden Wiinde hat (es handelt sich um *“‘dauernde Prozes-
se”); bei hinreichend ‘“‘dauernden” Prozessen ist der Widerstand bei
nichtstationirer Bewegung der Korperverschiebung proportional, wih-
rend der Widerstand, im Fall nichtzudrehender FliiBigkeit der Beschleu-
nigung und im Fall der zudrehenden FliiBigkeit im unbegrenzten Raum
der Geschwindlichkeit proportional ist.

Man kann ohne Miihe den ZihigkeitseinfluB abschitzen, wenn die
festen Randflichen mit derselben Winkelgeschwindigkeit, wie im Fall
der FliiBigkeitsrotation, als starren Korper, drehen. Die groBen konkre-
ten Bewegungsgebiete, wo man den Reibungskriftewiderstand im Ver-
gleich mit Druckkriftewiderstand vernachlidssigen kann, sind vorhanden.

Wir fiihren folgende Bezeichnungen ein: x, r, @ —zylindrische Koordi-
nate; v., v,, vg— Projektionen des Geschwindigkeitsvektors auf die
Tangenten an der Koordinatenkurven.

o — die Winkelgeschwindigkeit der Ausgangsbewegung (@ = const)

t — Zeit, p—der Druck, o— Dichte (o = const).

Fiir dic Ausgangsbewegung haben wir
ve=v,=0; vg=0r, p=7%pw’*

Wir betrachten den Fall, wenn v, v,, vg und p nur von x, r, t und nicht
von @ abhinging sind.

Wir nehmen an

r . Py Y4 ’.
Vo = wrtvg; p = Yow’r*+p’;
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Die exacten Bewegungsgleichungen fiir die ideale FliiBigkeit haben
eine Form:

av, av, o ov, I ap
% e thE T
ov, n 1‘,£i-|"l‘, o, Yo _ s _dp :
ot ox or r o Or
o(ver) , O(rve) 0(rve)

ot ' Tox e =

o(rvy) a(r v,,)

—— - = 0.
ox & or
Nach der Linearisierung erhilt man:
o, 1 op" . y, ; 1 dp )
T e x a =Ty
a! orvy) . olrv) o
== ox + o 0;

Man kann Stromungsfunktion ¥ einfiihren; diese Funktion erfiillt
folgende Gleichungen:

1 oy 1oy

v
= roor’ T ox

hE O(Idfp o (1 oy O(Id!p)
o [r)r r ar)+dx(i' _()r)]+4m ox\r ox 0

Folgende partikulare Losungen gelten:
yp = orie®tfP(X, R);
a=ryX; r=ry,R, [ = const
(PX, R) — reele Funktion

k — reele oder imaginire Konstante
ro — charakteristische Konstante, dic Dimension der Linge hat.

Funktion ¥(X, R) erfiillt die Gleichung:
i(l ayf) KX(1+k%) 0 (1 6‘1’)_0.

M

\R oX,] " |k®||1+k®| oR\R OR

wo
kX kX

VIR YR R

dabei bezeichnet |a|, wie gewdhnlich, Modull der GriBe a.
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Fiir £ > 0 gilt folgendes Gleichheitssystem:

kX k X
YT VIR e
_L(I, "_"”_)F 0 (_1_0'*’"):0.
oX,\R ox,) ToR\R oR]
op 1 oV 0P 1 oV
0X, R OR’ R R oX,’

0 od 0 oD L
E\-](R W) + B‘R‘(Rsﬁ) =1

Dabei ist:
p= =2 1=k o(oro) P(Xy, Ryet’
Fiir imaginiiren k = ik, (k, > 0) (eine periodische Bewegung) muf3 man
reelle und imaginéire Teile betrachten:
W — wri (X, R) cos 2k, mt
. Y sin 2k, ot
In Abhiingigkeit von GréBe k, sind zwei prinzipielle verschiedene
Fille mdoglich; fiir k, > 1 gilt folgendes Gleichheitssystem:

0 (1 AT (1 aw)
oX,\Rox,] " oR\R

0P 1Y 0D 10V
0X, R OR’ O0R R’

J Ry d oD
X, (R'axl)+ﬁ‘(R'()Tz') =0:

(111)

Dabei ist:
: I sin 2k, ot
P = =2y ki—1 o(wr)*fP(X,, R)
wo F(k), C(r) Funktionen R und r sind,
Fiir 0 < k; << 1 haben wir folgendes System:
X Kk x
yi—id JYl1-&2 n’
o (1 ov) d(l M\ _ .
0X,\R oX,] OR\R oR|
' (1v)
oP 1oV o 1o
0X, R OR’ 0R Ry,

0 oD 0 oD )
i, (#57) v (45 o

cos 2k, wt TR e

X, =
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Dabei ist:

) 5 24 b sin 2k, wt
P = —2) 1—k2 o(wr)* P (x,, R) COSZklthF(R) +C(2).

Die Randbedingungen d% = 0, die Undurchdringlichkeit der nicht-
verinderlichen mit der Zeit Grenze in x, r, ©. Ebene charakterisiert, geht
in Bedingung d¥/(X,, R) =0 auf die transformierende Grenze in X, R —
Ebene iiber.

Die Differentialgleichungen (I1I) und (III) fallen mit den Differential-
gleichungen, die potentialen Bewegungen der inkomprossiblen FliiBig-
keit mit Potentialfunktion @(X;, R) und Stromungsfunktion ¥(X,, R)
beschricben, zusammen iiberein. Das sind Differentialgleichungen vom
elliptischen Typus.

Die Differentialgleichungen (1V) sind vom hyperbolischen Typus,
wobei die Gleichung fiir @ eine Zylinderwellengleichung ist.

Betrachten wir einige Aufgaben, die auf die elliptischen Differential-
gleichungen zuriickgefiihrt werden.

Bewege sich ein axialsymmetrischer Korper mit Geschwindigkeit V(1)
in der unbegrenzten, urspriinglich rotierenden FliiBigkeit. Der Korper
bewegt sich in der Richtung der negativen x-Achse, die eine Symmetrie-
achse ist, sei r, ein maximales radiales KorpersausmaB; die Mantellinien-
gleichungen im bewegten Koordinatensystem sind folgende:

xi=rili (’%) : x= —r.,fz(;ro‘) :

Fiir t=—0w0 v.=v,=0; vg=uor;
Sei Voo(t) = Parrge®et (B = const)

Man kann eine Losung in Form (I) finden, dabei die Gleichheiten (II)
und folgende Randbedingungen

k(R Xi=——X _L®

W(X],R):O; bei Xl=i'7
V14-k2 ) 14-k2

1 o¥ oD . S—
—a—(xl,R) ..BE(X“R) -1 fir JPXi+R*->©
gelten.

So haben wir eine Aufgabe der “fiktiven” potentialen Umstromung
eines a-innenumformenden K&rpers mit fortschreitenden Strom, dessen
Geschwindigkeit im Unendlichen gleich Eins ist, ::T = 1. Man braucht

1
den Druck mittels einer der letzten Formeln zu berechnen, wo die Funktion
®D(X,, R) wegen der “Archimedischen” Kraft durch die Funktion
D, (X,, R) = &(X,., R)—X, ersetzt ist.
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Durch Integration der Druckkrifteprojektion auf die positive x-Ach-
serichtung iiber Korper, erhalten wir fiir die Wiederstandskraft folgende
Ausdruck:

) TR

k

D = 2) 14k2 Borge? M(k) = M) ,d.;/?@ :

kK
V1+-k®

1
Mk = 23013 [ 1o, [— L) R] o, [ﬁ fi(R), R]‘ RdR.
s | e I

Es ist klar, daB M(k) cine zugeordnete Masse im gewohnlichen hydro-
dynamischen Sinn fiir einen in der x-Richtung bewegten Korper ist: die
Gleichungen der Mantellinien sind folgende:

* :"‘“'i_-:rﬂfl(_.‘:); X = — ___.k’"rofz(L);

to Fo

So kann man diese Korper aus dem Ausgangskorper durch das Zu-
sammenpressen in der x-Richtung erhalten.
Nehmen wir an, daBl ein charakterisches Zeitmall 7, = ki ist; das
w
ist die Zeit, in der GrofBe V" um e®-mal sich verdndert (e—ist die Neperi-
sche Zahl). Die Zeit der Umdrehung auf einem Bogenmal, wenn FliiBig-
keit wie ein starrer Korper mit Winkelgeschwindigkeit w rotiert, ist

"

1
T" =—. So haben wir k = ——.
w T

Fiir GroBe k — oo haben wir fiir Kraft D folgenden Ausdruck
AV
D = M(®) =

Es ist offenbar, daBl M(o0) = lim M(k) eine *“zugeordnete Masse”

k—»00
underformierter Korper ist. Fiir K — o gehen die Randbedingungen in
Bedingungen der transversalen, potentialen fiktiven Umstromung eines
runden Diskus iiber. Es ist klar, daB fiir & — o der Ausdruck M (k) fiir
den Korper der beliebigen Form gegen der zugeordneten Masse M (0) eines
runden Diskus mit Radius r, strebt. Es ist bekannt aus'®, daB M(0) ist

M(O)—;rg\r_:ré‘.

Im Zusammenhang mit dieser Tatsache fiir k — o hat das Hauptglied
des Widerstandes folgende Form:
1 dVy 1 3de 16

16
D= »E—ﬁgcogrge”‘“” = TC"M(O) e e Tgwrg Veolt).
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Diese Formeln zeigen, da3 D durch zugeordnete Masse des Diskus M(0),
dividiert durch k, ausgedruckt wird; folglich fiir kleines k& ist die
zugeordnete Masse sehr groB. Offenbar, kann man die Ldsungen der
betrachtenden Randwertprobleme fiir verschiedene k- und A-Kombina-
tionen summieren. Diese Tatsache erlaubt fiir beliebige Gesetze V(1)
die Losungen zu finden. Die Ausdriicke V(¢) sind in der integralen Form
gegeben :

ka

V) = 01y | pR) Xt dk 0 <k,
(1]

N

o0 (V)

Hier ist § eine beliebige Funktion, die Konvergenz der nétigen Inte-
grale und notwendige Kleinigkeit der Grofie V(f)/wr gewihrleistet.

Um die Widerstandskraft zu erhalten, braucht man folgendes Integral
zu berechnen

ke
D = 2or, | plk)y T+k* > M(k)dk.
0

Ist in der Integralen Vorstellung (V) fiir V(1) k < 1, k, = 0, so haben
wir im Limit:

ke
D = 13£ ow?rh J pk) et dk = ‘1399(01'3 Voo(f).
0

Integrale Vorstellung (V) ist fiir 0 < k, <~ << 1 auf jeden Fall fiir
beliebige aus dem Ruhenzustande beginnenden Bewegungen, dabei
ist Zeitdauer dieser Bewegungen gréBer als Zeit der Umdrehung auf
einen Bogenmal der FliiBigkeit, die mit der Winkelgeschwindigkeit w wie
starrer Korper rotiert. Die letzte Formel zeigt, dall ein ganz besonderes
Widerstandsgesetz gilt: der Widerstand hidngt nur von maximalem rela-
tivem Ausmal und Geschwindigkeit ab.

In betrachtender Aufgabestellung sind nur Aufgaben der aus dem Ru-
hezustande beginnenden Bewegungen und Aufgaben der harmonischen
Schwingungen vollig geldst. Dabei braucht man die beliebigen Ellipsoiden
zu betrachten, da nach den entsprechenden afinnen Umformungen in
die Rotationsellipsoiden iibergehen, und ist die Umstromung solcher
Ellipsoiden bekannt'”. Bewegt sich, zum Beispiel, eine Sphire nach dem
exponentialen Gesetz, so haben wir fiir zugeordnete Masse des defor-
mierten Korpers folgenden Ausdruck:

aq k 4

M(k) = —— ——— — p7rd
() 2_a0'l+k2 30 0

ay = 2(1+k*)(1 —k arcctgk)
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Im Falle der harmonischen Schwingungen fiir &, = 1 haben wir:

a, k, 4
1‘1 k = e T —— 0:':"3;
( ]) z_a" ' kf_l 3 < o
- 2(k§—1)(’;11n’;f: 1)
1

Bewegt sich ein Korper nach dem exponentialen Gesetz, so erhalten
wir auf Grund der vorigen Untersuchungen folgende Methoden fiir Suche
des Achsengeschwindigkeistsfeldes und der Stromungslinien. Man braucht

" / Strémungslinien N A

-

AsB. .

das Feld der Achsengeschwindigkeit und Stromungsfunktion bei der
Umstromung eines runden ebenen Diskus (Radius des Diskus ist ry) mit
derselben Geschwindigkeit zu finden, und dann diese Felder in der x-Rich-
tung 1/k-mal auszudehnen (Ass. 1). Deshalb wird die Stdorungszone vorn

1 . oui
und hinter dem Korper " -mal vergréBert und, folglich, FliiBigkeitbewe-

gungsgroBen in der x-Richtung also -, -mal vergréBert. Ist dabei die Fli-

k
Bigkeit in der x-Richtung mit Wiinden begrenzt, so hindern diese Winde
fiir hinreichend kleines k der Entwicklung der Stérungzone, und das Wider-

Hydravlik
r
t "

i K
4
v . - 1+K
L, D — :

ABB. 2.

standsgesetz wird in griindlicher Weise verindert. Zum Beispiel, fiir
Konfigurationen, die auf der ABB. 2 dargestellt werden, zichen wir fiir
hinreichend kleines &, nach der notwendigen Koordinaten Abbildung,
das ganze Bild k-mal zusammen und erhalten, dal die Suche des Ge-
schwindigkeitspotentials auf die Untersuchung der eindimensionalen ra-
dialen hydraulischen Bewegung zwischen den Diskus, der einen Korper
ersetzt, und Hirnflichen des GefiBes durchgefiihrt ist. Wir erhalten eigen-
artige “Hydrostatik™. Fiir das Widerstandgesetz (Widerstandkraft), wenn
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ein Korper aus dem Ruhezustande sich bewegt, haben wir folgende Grenz-
formeln:

D —

o \ €2 (1

l\)| ot

Hier ist o(z) ein Weg, der aus dem Ruhezustande bewegter Koérper durch-
lduft. Dieses Gesetz hidngt nicht von k& und § ab, und gilt daher fiir belie-
bige Bewegungsgesetze der Korper im bestimmten Parameterbereich.

AgpB. 3.

Betrachten wir in harmonische Schwingungen k; > 1, so brauchen

k " y
wir fiir k; nahe Eins sehr stark(——'l"——'mal)a das Stromungsbild aus-

Viki—1

zudehnen.

Es ist dabei die wichtige Rolle, die Radialgrenzen spiclen, aufgeklirt
(ABB. 3), da ein Umstromungspotential fiir dieses ausgedehnte Gebiet
mit radialen Grenzen aus der hydraulischen Beziehungen gefunden wer-
den kann, wiithrend es ganz anders ist, wenn radiale Wiinde fehlen.

G DO DY Y Nk

X Stromungslinien

Strémungslinien —
Ass. 4.

Obenerhaltene Methoden gelten also fiir die Bewegungen der rotierenden
FliiBigkeit in einem Kanal (ABB. 4). Ist das Bewegungsgesetz eine expo-
nentiale Funktion mit kleinem k, so braucht man ein Rohr zum Erhalten
der Stromungslinien in der x-Richtung abzuplatten, und deshalb gelten
hydrauliche Beziehungen nicht. Sogar in dem FKanal mit allmihlicher
Anderung des Querschnittes kann eine Ruhezone sich bilden (eigenartige
Ablosung der Stromung).

Es ist zweckmiBig zum Anschlufl einige Bemerkungen zu machen.
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1. Eine Riickkontrolle zeigt, dal im Fall der Bewegungen nach dem
exponentialen Gesetz, cbenso wie im Fall der Schwingungen die line-
arisierenden Gleichungen bis zur Rotationachse gelten; vernachlissig:
bare Glieder sind von héheren Ordnung der Kleinigkeit.

2. Die ganze Theorie gilt nur fiir solche Bewegungen, wo beziigliche
radiale Verschiebungen klein sind. Dabei haben wir fiir kleines k& (Ex-
ponentialfunktion) wegen einsprechender Bildausdehnung folgende Ord-
nungsabschitzung v, [v, ~k; x" ~ i r’ und deshalb fiir kleines k kdnnen
x-axiale Verschiebungen der Teilchen viel mehr als radiale Verschiebun-
gen r’ sein.

Insbesondere, wenn Geschwindigkeitsgesetz V. (f) = wr,fe**!, haben
wir fiir 8(¢) (ein fortlaufender Weg) folgende Formel:

(1) = %rof]; ghot

und, derart, fiir kleinen k£ und f kann der Weg 4(¢) Ordnung des Radius
ro haben.

3. Betrachten wir harmonische Schwingungen fiir k; > 1 (elliptische
Differentialgleichungen), so um Stromungslinienbild zu erhalten, miissen

; < ; ; k i
wir den Korper in der x-Richtung k2 ! _mal auszudehnen, Potential-
) ki—
umstromung dieses ausgedehnten Korpers finden, und dann das ganze

e k ;
Stromungslinienbild --—_Az,,l,,—,-— -mal zusammenzichen.

Viki—1
Wenn k, — 1, ist das Stromungsgebiet sehr eng, und folglich die auf den
Korper wirkende Kraft sehr klein (ABs. 5).

Strémungsgebieten
ABB. 5.

4. Wenn die Grenzflichen mit Winkelgeschwindigkeit @ rotieren, ist
der Grenzschichtseinflull gering, da Widerstandreibungseffekt wegen von
dem Korper hinreiBenden fliiBigen Volumen der Grenzschichten, die fiir
hinreichend groBe Reynoldssche Zahlen klein im Vergleich mit von dem
Kérper hinreiBenden Volumen der idealen FliiBigkeit sind, vorhanden
ist (ABB. 6).
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Ahnliche lineare Gleichungen, wo die Zihigkeit in Betracht genommen
wird, haben also exponentiale Losungen des folgenden Typus:

v, = Pfore®™ V. (X, Ry u.s.w.

- Trenzschicht

7

//
s

/’,’:’/// e,

Als Ergebnis haben wir Gleichungssystem fiir dimensionlosen, von Zeit
nichtabhingigen, GrofBen:

, 0P 1 [v, &V, 1V, V,
EElptly = *WJ“E(EW £ '52\’2'+'EW_F)
" RN AR 7R AT
ZkV"HV“_“RE(Tm +oxe ?ﬁ“'m)’
oP | 1 [V, &V, 13V,
b= = JrRe(am o TR aR)’

(()RV_,) __‘MV2) —0: R = (ﬁ"’o)roi
X ' OR ’ V

Die Untersuchungen dieses Systems bestitigt obenangefiihrte Behaup-
tungen.

5. Um die automodellischen dauernden Bewegungen mit stetiger Ge-
schwindigkeit zu betrachten, braucht man allgemeine, durch die Bessel-
funktionen ausgedruckte, Losungen der Bewegungsgleichungen zu finden.

Ausgangsergebnisse dieser Arbeit wurden von dem Verfasser auf dem
Ersten All-Union Kongrel fiir theoretische und angewandte Mechanik
am l-sten Februar 1960 berichtet.





